Homogenization of Composite Materials by Haškovec, Petr
VSˇB - Technicka´ univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikovane´ matematiky
Metoda homogenizace pro kompozitn´ı materia´ly
Homogenization of composite materials
2012 Petr Hasˇkovec


Ra´d bych zde podeˇkoval prˇedevsˇ´ım vedouc´ımu me´ bakala´rˇske´ pra´ce Doc. RNDr. Jiˇr´ımu
Bouchalovi, Ph.D. za poskytnut´ı vesˇkery´ch podklad˚u spolecˇneˇ, s opakovany´m vysveˇtlova´n´ım
problematiky. Da´le deˇkuji Ing. Alexandru Markopoulovi, Ph.D. za pomoc s praktickou
cˇa´st´ı.
A v neposledn´ı rˇadeˇ deˇkuji rodineˇ a prˇ´ıtelkyni Terezce za podporu a trpeˇlivost.
Abstrakt
Tato pra´ce se zaby´va´ kompozitn´ımi materia´ly a jejich matematicky´m prˇevodem na ma-
teria´l homogenn´ı stejny´ch vlastnost´ı. Je zde zkouma´no, jaky´m zp˚usobem mus´ı by´t kom-
pozit slozˇen, aby navenek jevil vlastnosti homogenn´ıho materia´lu. Proble´m je prˇeveden
na okrajovou u´lohu rovnice veden´ı tepla v 1D na intervalu 〈0, 1〉. Konkre´tneˇ je zde rˇesˇena
periodicka´ u´loha, zadana´ diferencia´ln´ı rovnic´ı druhe´ho rˇa´du −
(
a(x) · u′(x)
)
′
= f(x) s
vhodny´mi okrajovy´mi podmı´nkami. Rˇesˇen´ı z´ıska´no pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u a
rˇesˇen´ı pomoc´ı asymptoticke´ expanze je porovna´va´no s limitn´ım rˇesˇen´ım. S r˚uzny´mi funk-
cemi jsou hleda´ny prˇ´ıpady, kdy se materia´l jev´ı jako homogenn´ı.
Kl´ıcˇova´ slova: kompozitn´ı materia´l, homogenizace, metoda konecˇny´ch prvk˚u, asympto-
ticka´ expanze
This thesis deals with composite materials and their mathematical transfer to homogenic
material with same nature. Is exemined, how composite material is composed, to be seen as
homogenic material. Problem is transform to boundary value problem of heat conduction
equation in 1D on interval 〈0, 1〉. Specifically is solved periodical problem, specified with
second order differential equation −
(
a(x) ·u′(x)
)
′
= f(x) with appropriate boundry value.
Solution is obtained by finite element method and asymptotic expansion and is compared
with limit solution. There are looked for instances, when composit is seen as homogenic
matherial.
Key words: composite material, homogenization, finite element method, asymptotic ex-
pansion
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Kapitola 1
U´vod
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ prˇevodem matematicke´ho modelu kompozitn´ıho ma-
teria´lu v 1D na materia´l homogenn´ı. Hleda´me prˇ´ıpady, ve ktery´ch kompozitn´ı materia´l
jev´ı vlastnosti homogenn´ıho materia´lu. Na zjednodusˇene´m modelu je uka´za´no, jak takove´
hleda´n´ı mu˚zˇe prob´ıhat, nebot’ analyticke´ rˇesˇen´ı u teˇchto typ˚u u´loh obvykle nen´ı mozˇne´.
Bude zde rˇesˇena periodicka´ okrajova´ u´loha

−
(
a(x) · u′(x)
)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),
u(0) = u(1),
u′(0) = u′(1),
pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u a asymptoticke´ expanze.
V prvn´ı cˇa´sti vysveˇtluji za´kladn´ı pojmy, tedy co si pod neˇktery´mi na´zvy prˇedstavit a co
funkce mohou prˇedstavovat z fyzika´ln´ıho hlediska.
Druha´ cˇa´st je veˇnova´na matematicke´mu modelu.
V trˇet´ı cˇa´sti se zaby´va´m odvozen´ım postupu, jak naj´ıt rˇesˇen´ı pomoc´ı asymptoticke´ ex-
panze.
Na za´veˇr jsou na prˇ´ıkladech s r˚uzny´mi funkcemi zkouma´ny rozd´ıly mezi jednotlivy´mi
metodami.
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Kapitola 2
U´vod do problematiky
2.1 Na´zvoslov´ı
V te´to cˇa´sti budou vysveˇtleny neˇktere´ pojmy, se ktery´mi se v ra´mci pra´ce setka´me. Nejedna´
se o definice teˇchto slov, ale pouze popis, pro pochopen´ı jejich vy´znamu.
Homogenn´ı materia´l
Je stejnorody´ materia´l, ktery´ ma´ v kazˇde´m bodeˇ stejnou (poprˇ. podobnou) vlastnost.
Kompozitn´ı materia´l
Kompozitn´ı materia´l (zkra´ceneˇ kompozit) je materia´l ze dvou, nebo v´ıce substanc´ı s
rozd´ılny´mi vlastnostmi, ktere´ dohromady da´vaj´ı vy´sledne´mu vy´robku nove´ vlastnosti,
ktere´ nema´ sama o sobeˇ zˇa´dna´ z jeho soucˇa´st´ı. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ bude vy´skyt te´to vlastnosti
popsa´n funkc´ı, tedy v dane´m bodeˇ bude odpov´ıdat funkcˇn´ı hodnoteˇ.
Metoda konecˇny´ch prvk˚u
Metoda konecˇny´ch prvk˚u (MKP) je numericka´ metoda, prˇeva´deˇj´ıc´ı u´lohu na soustavu
linea´rn´ıch rovnic. Rˇesˇen´ı te´to soustavy da´va´ pak prˇiblizˇne´ rˇesˇen´ı p˚uvodn´ı u´lohy. Prˇesnost
rˇesˇen´ı je za´visla´ na jemnosti deˇlen´ı intervalu, na ktere´m u´lohu rˇesˇ´ıme.
2.2 Rˇesˇeny´ proble´m
Nyn´ı, kdyzˇ ma´me zavedeny pojmy, popiˇsme si, jakou u´lohu budeme rˇesˇit a jake´ informace
mu˚zˇe ne´st.
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Prˇedstavme si, zˇe ma´me strunu z neˇjake´ho kompozitn´ıho materia´lu.
Jak jsme si jizˇ rˇekli vy´sˇe, kompozitn´ı materia´l nema´ ve vsˇech bodech stejnou vlastnost
(naprˇ´ıklad tepelnou vodivost), proto ji budeme reprezentovat funkc´ı a(x). Na tuto strunu
bude p˚usobit neˇjaka´ funkce f(x), ktera´ zastupuje vneˇjˇs´ı vliv sledovane´ velicˇiny (naprˇ.
teploty). Vy´sledkem ma´ by´t funkce u(x), ta prˇedstavuje vy´slednou teplotu v pr˚urˇezu
struny.
Abychom mohli rˇ´ıct, zˇe se kompozitn´ı materia´l jev´ı jako homogenn´ı, nestacˇ´ı, aby funkce
a(x) popisovala strukturu na cele´m intervalu, jako na obra´zku (2.1),
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Obra´zek 2.1: Neopakuj´ıc´ı se funkce a(x).
ale periodicky se opakuje na co nejmensˇ´ıch intervalech, na obra´zku (2.2) zna´zorneˇno 10x.
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Obra´zek 2.2: Opakuj´ıc´ı se funkce a(x).
Budeme tedy rˇesˇit rovnici
−(a(
x
ε
) · u′(x))′ = f(x),
ke ktere´ zvol´ıme vhodne´ okrajove´ podmı´nky.
Kapitola 3
Rˇesˇitelnost periodicke´ okrajove´
u´lohy
V te´to kapitole zavedeme matematickou u´lohu, jejimzˇ rˇesˇen´ım se budeme zaby´vat, a
doka´zˇeme podmı´nky rˇesˇitelnosti te´to u´lohy.
Jedna´ se o periodickou okrajovou u´lohu.


−
(
a(x) · u′(x)
)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),
u(0) = u(1),
u′(0) = u′(1),
(3.1)
kde:
• f(x) ∈ C(〈0, 1〉)
• a(x) ∈ C1(〈0, 1〉): ∃a¯ ∈ R ∀x ∈ R; a(x) ≥ a¯ > 0; a(0) = a(1), a′(0) = a′(1).
Definice 1. (Klasicky´m) rˇesˇen´ım u´lohy (3.1) rozumı´me funkci u(x) ∈ C2(〈0, 1〉) takovou,
zˇe: ∀x ∈ (0, 1): −
(
a(x)u′(x)
)
′
= f(x) a soucˇasneˇ u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).
Veˇta 1 (O nutne´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nce).
(i) Necht’ ma´ u´loha (3.1) rˇesˇen´ı, pak pro funkci f(x) plat´ı:
1∫
0
f(x)dx = 0.
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(ii) Necht’ pro funkci f(x) plat´ı
1∫
0
f(x)dx = 0, pak u´loha (3.1) ma´ rˇesˇen´ı.
Tedy vlastnost
1∫
0
f(x)dx = 0
je nutnou a za´rovenˇ postacˇuj´ıc´ı podmı´nkou rˇesˇitelnosti u´lohy (3.1).
D˚ukaz.
(i) Bud’ u(x) rˇesˇen´ım (3.1).
Pak integrac´ı −
(
a(x) · u′(x)
)
′
= f(x), dosta´va´me vy´raz
−a(x) · u′(x) =
x∫
0
f(S)dS + c, kde c ∈ R,
po dosazen´ı okrajovy´ch podmı´nek:
• pro x = 0:
−a(0) · u′(0) =
0∫
0
f(S)dS + c,
−a(0) · u′(0) = c,
• pro x = 1:
−a(1) · u′(1) =
1∫
0
f(S)dS + c.
Jelikozˇ a(0) = a(1) a take´ u′(0) = u′(1), tak plat´ı:
1∫
0
f(S)dS + c = c, kde c ∈ R,
tedy
1∫
0
f(S)dS = 0.
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(i) Necht’
1∫
0
f(x)dx = 0.
Hledejme rˇesˇen´ı u(x) u´lohy (3.1). Pokusme se vyja´drˇit u(x) z diferencia´ln´ı rovnice
u´lohy (3.1).
−a(x) · u′(x) =
x∫
0
f(S)dS + c, kde c ∈ R,
−u′(x) =
1
a(x)
x∫
0
f(S)dS +
c
a(x)
,
po integraci dosta´va´me:
−u(x) =
x∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
+
x∫
0
c
a(t)
dt+ d, kde d ∈ R.
Vzhledem k zadany´m okrajovy´m podmı´nka´m je zrˇejme´, zˇe je-li u(x) rˇesˇen´ım u´lohy,
je take´ u(x) + c rˇesˇen´ım. Pokus´ıme se proto naj´ıt rˇesˇen´ı, splnˇuj´ıc´ı podmı´nku u(0) =
u(1) = 0.
• pro x = 0 plat´ı:
−u(0) =
0∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
dt
︸ ︷︷ ︸
0
+
0∫
0
c
a(t)
dt
︸ ︷︷ ︸
0
+d,
odkud s vyuzˇit´ım u(0) = 0 dosta´va´me:
0 = d (3.2)
• pro x = 1 plat´ı:
−u(1) =
1∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
dt+
1∫
0
c
a(t)
dt+ 0,
a proto z prˇedpokladu u(1) = 0 dosta´va´me:
0 =
1∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
+
1∫
0
c
a(t)
dt. (3.3)
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Odtud vyja´drˇ´ıme konstantu c:
−
1∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
dt =
1∫
0
c
a(t)
dt,
−
1∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
dt = c
1∫
0
1
a(t)
dt,
−
1∫
0
[
1
a(t)
t∫
0
f(S)dS
]
dt
1∫
0
1
a(t)dt
= c.
Doka´zali jsme, zˇe rˇesˇen´ı existuje a splnˇuje u(0) = u(1), zby´va´ doka´zat, zˇe splnˇuje
take´ u′(0) = u′(1).
K tomu vyuzˇijme
1∫
0
f(x)dx = 0:
Zintegrujme diferencia´ln´ı rovnici z (3.1)
−
1∫
0
(
a(x) · u′(x)
)
′
dx =
1∫
0
f(x)dx,
−
[
a(x) · u′(x)
]1
0
= 0,(
a(1) · u′(1)
)
−
(
a(0) · u′(0)
)
.
Jelikozˇ a(0) = a(1), tak:
u′(1)− u′(0) = 0,
u′(0) = u′(1).
Doka´zali jsme, zˇe podmı´nka
1∫
0
f(x)dx = 0 je nutnou i postacˇuj´ıc´ı podmı´nkou rˇesˇitelnosti
u´lohy. A zˇe rˇesˇen´ı je urcˇeno jednoznacˇneˇ (azˇ na konstantu).
Kapitola 4
U´vod do matematicke´ teorie
homogenizace
V na´sleduj´ıc´ı kapitole se budeme zaby´vat asymptotickou expanz´ı.[1][2]
4.1 Zaveden´ı u´lohy
Uvazˇujme periodickou u´lohu


−
(
a(x
ε
) · u′ε(x)
)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),
uε(0) = uε(1),
u′ε(0) = u
′
ε(1),
(4.1)
kde pro jednoduchost:
• f(x) ∈ C(〈0, 1〉)
• a(x) ∈ C1(R), 1-periodicka´, a soucˇasneˇ ∃a¯ ∈ R ∀x ∈ R: a(x) ≥ a¯ > 0
4.2 Hledane´ rˇesˇen´ı
Prˇedpokla´dejme, zˇe plat´ı nutna´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nka, tedy
1∫
0
f(x)dx = 0. Pak je rˇesˇen´ı
urcˇeno jednoznacˇneˇ (azˇ na konstantu). Najdeˇme rˇesˇen´ı, pro neˇzˇ plat´ı
uε(0) = uε(1) = 0.
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Hledejme rˇesˇen´ı uε ve tvaru:
uε(x) = u0
(
x,
x
ε
)
+ ε · u1
(
x,
x
ε
)
+ ε2 · u2
(
x,
x
ε
)
+ · · · , (4.2)
kde pro pevne´ x jsou funkce y → ui(x, y) 1-periodicke´ a kazˇda´ funkce ui(x,
x
ε
) splnˇuje
okrajove´ podmı´nky:
ui(x, 0) = ui(x, 0),
∂ui
∂y
(x, 0) =
∂ui
∂y
(x, 0).
Hleda´me prˇedpisy pro funkce u0(x,
x
ε
), u1(x,
x
ε
), u2(x,
x
ε
), . . .
4.3 Znacˇen´ı
Pro zjednodusˇen´ı za´pis˚u zaved’me na´sleduj´ıc´ı znacˇen´ı:
Je-li Ψ: R2 → R hladka´ funkce, plat´ı pro derivaci funkce
h(x) := Ψ
(
x,
x
ε
)
(4.3)
vztah
h′(x) =
∂Ψ
∂x
(
x,
x
ε
)
+
1
ε
·
∂Ψ
∂y
(
x,
x
ε
)
=
∂Ψ
∂x
(x, y) +
1
ε
∂Ψ
∂y
(x, y), kde y =
x
ε
. (4.4)
Pokud nebude rˇecˇeno jinak, v te´to pra´ci uvazˇujme vzˇdy y = x
ε
.
4.4 Asymptoticka´ expanze
Nyn´ı budeme cht´ıt dosadit uε ve tvaru (4.2) do diferencia´ln´ı rovnice v (4.1).
Derivace (4.2) pomoc´ı vzorce (4.4) vyja´drˇeme takto:
(
uε(x)
)
′
=
∂u0
∂x
(
x, y
)
+
1
ε
·
∂u0
∂y
(
x, y
)
+
+ε ·
∂u1
∂x
(
x, y
)
+ 1 ·
∂u1
∂y
(
x, y
)
+ (4.5)
+ε2 ·
∂u2
∂x
(
x, y
)
+ ε ·
∂u2
∂y
(
x, y
)
+
+ · · ·
Upravme levou stranu (4.1) pomoc´ı vzorce (4.4). (Opeˇt y = x
ε
).
−
(
a(y) · u′ε(x)
)
′
= −
[
∂
∂x
(
a(y)u′ε(x)
)
+
1
ε
·
∂
∂y
(
a(y)u′ε(x)
)]
= f(x), (4.6)
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a dosad’me (4.5) do (4.6)
− ∂
∂x
(
a(y)
( ∂u0
∂x
(x, y) +
1
ε
·
∂u0
∂y
(x, y) + ε ·
∂u1
∂x
(x, y) +
+1 ·
∂u1
∂y
(x, y) + ε2 ·
∂u2
∂x
(x, y) + ε ·
∂u2
∂y
(x, y) + · · ·
))
−
−1
ε
∂
∂y
(
a(y)
( ∂u0
∂x
(x, y) +
1
ε
·
∂u0
∂y
(x, y) + ε ·
∂u1
∂x
(x, y) +
+1 ·
∂u1
∂y
(x, y) + ε2 ·
∂u2
∂x
(x, y) + ε ·
∂u2
∂y
(x, y) + · · ·
))
=
= f(x)
Setrˇid’me nyn´ı levou stranu podle mocnin cˇ´ısla ε, prˇicˇemzˇ si rovnou vsˇimneˇme, zˇe neˇktere´
vy´razy se opakuj´ı nebo jsou si velice podobne´, proto si je vhodneˇ oznacˇme.
1
ε2
·
[
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u0
∂y
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A0(u0)
]
+
+
1
ε
·
[
−
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u0
∂y
(x, y)
)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u0
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A1(u0)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u1
∂y
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A0(u1)
]
+
+ε0 ·
[
−
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u0
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A2(u0)
−
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u1
∂y
(x, y)
)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u1
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A1(u1)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u2
∂y
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A0(u2)
]
+
+ε ·
[
−
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u1
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A2(u1)
−
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u2
∂y
(x, y)
)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u2
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A1(u2)
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u3
∂x
(x, y)
)
︸ ︷︷ ︸
A0(u3)
]
+
+ε2 ·
[
· · ·
]
+ · · · = f(x).
Tato rovnost bude splneˇna, pokud najdeme funkce u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y), . . . takove´,
aby
A0(u0) = 0 (4.7)
A1(u0) +A0(u1) = 0 (4.8)
A2(u0) +A1(u1) +A0(u2) = f(x) (4.9)
A2(u1) +A1(u2) +A0(u3) = 0 (4.10)
...
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4.4.1 Prvn´ı rovnice
Hledejme rˇesˇen´ı u0 (4.7), tj. funkci u0(x, y), pro n´ızˇ
− ∂
∂y
(
a(y) · ∂u0
∂y
(x, y)
)
= 0,
u0(x, 0) = u0(x, 1),
∂u0
∂y
(x, 0) = ∂u0
∂y
(x, 1).
Vı´me, zˇe y je promeˇnna´ te´to rovnice a x je parametr. Nutna´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nka
(tedy
1∫
0
0 dy = 0) je splneˇna. Je zrˇejme´, zˇe jedno z mozˇny´ch rˇesˇen´ı je konstantn´ı funkce
u0(x, y) = 0, ktera´ mu˚zˇe by´t posunuta o konstantu (ktera´ je za´visla´ na parametru x),
proto
u0(x, y) = u0(x). (4.11)
4.4.2 Druha´ rovnice
V na´sleduj´ıc´ı sekci se pomoc´ı (4.8) pokusme z´ıskat u1(x, y), rˇesˇ´ıme tedy
− ∂
∂y
(
a(y) · ∂u1
∂y
(x, y)
)
= ∂
∂x
(
a(y) · ∂u0
∂y
(x, y)
)
+ ∂
∂y
(
a(y) · ∂u0
∂x
(x, y)
)
,
u1(x, 0) = u1(x, 1),
∂u1
∂y
(x, 0) = ∂u1
∂y
(x, 1).
(4.12)
S vyuzˇit´ım (4.11) z prˇedchoz´ı kapitoly, d´ıky cˇemuzˇ
∂u0
∂y
(x, y) = 0,
mu˚zˇeme tedy (4.12) zapsat v zjednodusˇene´m tvaru
− ∂
∂y
(
a(y) · ∂u1
∂y
(x, y)
)
= ∂
∂y
(
a(y) · ∂u0(x)
∂x
)
,
u1(x, 0) = u1(x, 1),
∂u1
∂y
(x, 0) = ∂u1
∂y
(x, 1).
Pravou stranu diferencia´ln´ı rovnice mu˚zˇeme prˇepsat do tvaru
−
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u1
∂y
(x, y)
)
=
∂a(y)
∂y
·
∂u0(x)
∂x
. (4.13)
Promeˇnna´ x opeˇt vystupuje v roli parametru. Platnosti nutne´ a postacˇuj´ıc´ı podmı´nky
1∫
0
∂a(y)
∂y
· ∂u0(x)
∂x
dy = 0 je zarucˇena vlastnost´ı funkce a(y).
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Pro prˇipomenut´ı: a(y) je 1-periodicka´ a proto
1∫
0
∂a(y)
∂y
·
∂u0(x)
∂x
dy =
∂u0(x)
∂x
1∫
0
∂a(y)
∂y
dy =
∂u0(x)
∂x
[
a(y)
]1
0
=
∂u0(x)
∂x
(
a(1)− a(0)︸ ︷︷ ︸
=0
)
= 0,
v´ıme tedy, zˇe rˇesˇen´ı existuje jednoznacˇneˇ (azˇ na
”
konstantu“ - funkci promeˇnne´ x).
Zkusme naj´ıt rˇesˇen´ı u1(x, y) ve tvaru
u1(x, y) = −
∂u0(x)
∂x
· χ(y), (4.14)
kde
χ(0) = χ(1),
χ′(0) = χ′(1).
Dosad´ıme (4.14) do (4.13)
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u0
∂x
· χ′(y)
)
=
∂a(y)
∂y
·
∂u0
∂x
.
Vy´raz ∂u0
∂x
mu˚zˇeme zkra´tit, z´ıska´me tak rovnici za´vislou pouze na y(
a(y) · χ′(y)
)
′
= a′(y),
po integraci mu˚zˇeme vyja´drˇit χ′(y)
χ′(y) = 1 +
c
a(y)
, c ∈ R. (4.15)
Vyja´drˇeme nyn´ı χ(y)
χ(y) = y +
y∫
0
c
a(t)
dt+ d, d ∈ R, (4.16)
a dosad’me do (4.14):
u1(x, y) = −u
′
0(x) ·
(
y +
y∫
0
c
a(t)
dt+ d
)
+ ϕ˜(x), d ∈ R,
kde ϕ˜(x) je zminˇovana´ konstanta. Upravme:
u1(x, y) = −u
′
0(x) ·
(
y +
y∫
0
c
a(t)
dt
)
−u′0(x) · d+ ϕ˜(x)︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)
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Mu˚zˇeme zvolit d = 0, takzˇe:
χ(y) = y +
y∫
0
c
a(t)
dt,
ϕ(x) = ϕ˜(x),
dosta´va´me tak:
u1(x, y) = −u
′
0(x) · χ(y) + ϕ(x). (4.17)
V te´to fa´zi nezna´me jesˇteˇ ϕ(x) (vyja´drˇen´ı ϕ viz sekce (4.4.4)), ale mu˚zˇeme vyja´drˇit c:
u1(x, y) je v y 1-periodicke´, proto
u1(x, 0) = u1(x, 1)
⇓
χ(0) = χ(1)
⇓
0 = 1 +
1∫
0
c
a(t)
dt
⇓
c = −
1
1∫
0
1
a(t)dt
.
4.4.3 Trˇet´ı rovnice
Pracujme nyn´ı s rovnic´ı (4.9) s nezna´mou u2(x, y).
A0(u2) = f(x)−A1(u1)−A2(u0),
tedy
−
∂
∂y
(
a(y)·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= f(x)+
∂
∂x
(
a(y)·
∂u1
∂y
(x, y)
)
+
∂
∂y
(
a(y)·
∂u1
∂x
(x, y)
)
+
∂
∂x
(
a(y)·
∂u0(x)
∂x
)
.

− ∂
∂y
(
a(y) · ∂u2
∂y
(x, y)
)
= f(x) + ∂
∂x
(
a(y) · ∂u1
∂y
(x, y)
)
+ ∂
∂y
(
a(y) · ∂u1
∂x
(x, y)
)
+ ∂
∂x
(
a(y) · ∂u0(x)
∂x
)
,
u2(x, 0) = u2(x, 1),
∂u2
∂y
(x, 0) = ∂u2
∂y
(x, 1).
KAPITOLA 4. U´VOD DO MATEMATICKE´ TEORIE HOMOGENIZACE 16
Nejprve se zaby´vejme nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku
1∫
0
[
f(x)−A1(u1)−A2(u0)
]
dy = 0,
neboli
1∫
0
f(x)dy+
1∫
0
[
∂
∂x
(
a(y)·
∂u1
∂y
(x, y)
)]
dy+
1∫
0
[
∂
∂y
(
a(y)·
∂u1
∂x
(x, y)
)]
dy+
1∫
0
[
∂
∂x
(
a(y)·
∂u0
∂x
(x, y)
)]
dy = 0.
Dosad’meˇ ze vztah˚u (4.11) a (4.17)
1∫
0
f(x)dy+
1∫
0
[
a(y)·
∂
∂x
(
−u′0(x)·χ
′(y)
)]
dy+
1∫
0
∂
∂y
[
a(y)·
(
−u′′0(x)·χ(y)+ϕ
′(x)
)]
dy+
1∫
0
[
a(y)·u′′0(x)
]
dy = 0.
Odtud:
f(x)−u′′0(x)
1∫
0
a(y)·χ′(y)dy−u′′0(x)
=0︷ ︸︸ ︷
1∫
0
∂
∂y
(
a(y) · χ(y)
)
dy+ϕ′(x)·
=0︷ ︸︸ ︷
1∫
0
∂a(y)
∂y
dy+u′′0(x)
1∫
0
a(y)dy = 0,
f(x)− u′′0(x)
1∫
0
[
a(y)
(
1 +
c
a(y)
)
− a(y)
]
dy = 0,
f(x) = u′′0(x)
[ 1∫
0
a(y)dy +
1∫
0
a(y)
c
a(y)
dy −
1∫
0
a(y)dy
]
,
f(x) = u′′0(x)
1∫
0
c dy,
f(x) = c · u′′0(x),
f(x) = −
(
a0 · u
′
0(x)
)
′
,
f(x) = −a0 · u
′′
0(x), (4.18)
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kde a0 je takzvany´ zhomogenizovany´ koeficient:
a0 =
1
1∫
0
1
a(t)dt
= −c. (4.19)
Dostali jsme tak rovnici, z n´ızˇ jizˇ lze z´ıskat funkci u0(x), kterou nazveˇme limitn´ı rˇesˇen´ı
u´lohy (4.1).
Nyn´ı se vrat’me k trˇet´ı rovnici (4.9)
−A0(u2) = A2(u0) +A1(u1)− f(x),
∂
∂y
(
a(y)·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= −
∂
∂x
(
a(y)·
∂u0(x)
∂x
)
−
∂
∂x
(
a(y)·
∂u1
∂y
(x, y)
)
−
∂
∂y
(
a(y)·
∂u1
∂x
(x, y)
)
−f(x).
Po dosazen´ı z rovnic (4.11), (4.17) a (4.18) z´ıska´me
∂
∂y
(
a(y)·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= −a(y)·u′′0(x)−a(y)·
∂
∂x
(
−u′0(x)·χ
′(y)
)
−
∂
∂y
[
a(y)·
(
−u′′0(x)·χ(y)+ϕ
′(x)
)]
+a0·u
′′
0(x).
Proved’me derivace ve vsˇech cˇlenech na prave´ straneˇ rovnice:
∂
∂y
(
a(y)·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= −a(y)·u′′0(x)+a(y)·u
′′
0(x)·χ
′(y)+u′′0(x)
(
a(y)·χ(y)
)
′
−ϕ′(x)·a′(y)+a0·u
′′
0(x)
a vytkneˇme u′′0(x) ze vsˇech cˇlen˚u, ve ktery´ch je to mozˇne´:
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= u′′0(x) ·
[
− a(y) + a(y) · χ′(y) +
(
a(y) · χ(y)
)
′
+ a0
]
−ϕ′(x) · a′(y).
Dosad’me nyn´ı za χ′(y) z rovnice (4.15)
∂
∂y
(
a(y)·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= u′′0(x)·
[
−a(y) + a(y) ·
(
1 +
c
a(y)
)
+ a0︸ ︷︷ ︸
=0
+
(
a(y)·χ(y)
)
′
]
−ϕ′(x)·a′(y),
t´ım dosta´va´me tvar
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u2
∂y
(x, y)
)
= u′′0(x) ·
(
a(y) · χ′(y)
)
′
− ϕ′(x) · a′(y). (4.20)
Hledejme nyn´ı jedno z rˇesˇen´ı ve tvaru
u˜2(x, y) = u
′′
0(x) ·Q(y)− ϕ
′(x) · α(y),
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kde
Q(0) = Q(1),
Q′(0) = Q′(1),
α(0) = α(1),
α′(0) = α′(1).
Derivace podle y potom bude
∂u˜2
∂y
(x, y) = u′′0(x) ·Q
′(y)− ϕ′(x) · α′(y).
Dosazen´ım do (4.20) z´ıska´me
∂
∂y
(
a(y) · u′′0(x) ·Q
′(y)− a(y) · ϕ′(x) · α′(y)
)
= u′′0(x) ·
(
a(y) · χ′(y)
)
′
− ϕ′(x) · a′(y),
po u´praveˇ leve´ strany
u′′0(x)
(
a(y) ·Q′(y)
)
′
− ϕ′(x)
(
a(y) · α′(y)
)
′
= u′′0(x) ·
(
a(y) · χ′(y)
)
′
− ϕ′(x) · a′(y).
Tato rovnost bude platit, pokud
u′′0(x)
(
a(y) ·Q′(y)
)
′
= u′′0(x) ·
(
a(y) · χ′(y)
)
′
(4.21)
a
ϕ′(x)
(
a(y) · α′(y)
)
′
= ϕ′(x) · a′(y). (4.22)
Vyrˇesˇme nyn´ı (4.21):
a(y) ·Q′(y) = a(y) · χ(y) + k1
Q′(y) = χ(y) +
k1
a(y)
Q(y) =
y∫
0
χ(t)dt+
y∫
0
k1
a(t)
dt+ k2
Obdobneˇ vyrˇesˇme (4.22):
a(y) · α′(y) = a(y) + l1
α′(y) = 1 +
l1
a(y)
α(y) = y +
y∫
0
l1
a(t)
dt+ l2
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Dosta´va´me tak hledane´ rˇesˇen´ı ve tvaru
u2(x, y) = u
′′
0(x) ·Q(y)− ϕ
′(x) · α(y) + ψ(x).
Dı´ky tomu, zˇe hleda´me rˇesˇen´ı splnˇuj´ıc´ı Q(0) = Q(1) a α(0) = α(1), mu˚zˇeme se pokusit
nalezene´ rˇesˇen´ı da´le upravit: z Q(0) = Q(1) plyne:
0 =
1∫
0
χ(t)dt+
1∫
0
k1
a(t)
dt,
k1 = −
1∫
0
χ(t)dt
1∫
0
1
a(t)dt
,
k1 = −a0 ·
1∫
0
χ(t)dt; (4.23)
z α(0) = α(1) plyne:
0 = 1 +
1∫
0
l1
a(t)
,
l1 = −a0, (4.24)
l1 = c.
Vsˇimneˇme si, zˇe α(y) = χ(y), proto z´ıska´va´me novy´ tvar rˇesˇen´ı
u2(x, y) = u
′′
0(x) ·Q(y)− ϕ
′(x) · χ(y) + ψ(x). (4.25)
4.4.4 Cˇtvrta´ rovnice
Nyn´ı z u´lohy (4.10) z´ıska´me prˇedpis pro ϕ(x), ktery´ potrˇebujeme dosadit do (4.17). K
tomu vyuzˇijeme nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku.
Aby tato podmı´nka byla splneˇna, mus´ı platit
1∫
0
[
−A2(u1)−A1(u2)
]
dy = 0,
neboli
1∫
0
[
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u1
∂x
(x, y)
)
+
∂
∂x
(
a(y) ·
∂u2
∂y
(x, y)
)
+
∂
∂y
(
a(y) ·
∂u2
∂x
(x, y)
)]
dy = 0.
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Dosad’me z (4.17) a (4.25):
0 =
1∫
0
[
∂
∂x
(
a(y) ·
∂
∂x
(
− u′0(x) · χ(y) + ϕ(x)
))]
dy +
+
1∫
0
[
∂
∂x
(
a(y) ·
∂
∂y
(
u′′0(x) ·Q(y)− ϕ
′(x) · χ(y) + ψ(x)
))]
dy +
+
1∫
0
[
∂
∂y
(
a(y) ·
∂
∂x
(
u′′0(x) ·Q(y)− ϕ
′(x) · χ(y) + ψ(x)
))]
dy,
upravme
0 =
1∫
0
[
a(y) ·
∂
∂x
(
− u′′0(x) · χ(y) + ϕ
′(x)
)]
dy +
+
1∫
0
[
a(y) ·
∂
∂x
(
u′′0(x) ·Q
′(y)− ϕ′(x) · χ′(y)
)]
dy +
+
1∫
0
∂
∂y
[
a(y)
(
u′′′0 (x) ·Q(y)− ϕ
′′(x) · χ(y) + ψ′(x)
)]
dy,
opeˇt zderivujme
0 =
1∫
0
[
a(y) ·
(
− u′′′0 (x) · χ(y) + ϕ
′′(x)
)]
dy +
+
1∫
0
[
a(y) ·
(
u′′′0 (x) ·Q
′(y)− ϕ′′(x) · χ′(y)
)]
dy +
+ u′′′0 (x)
1∫
0
∂
∂y
(
a(y) ·Q(y)
)
dy
︸ ︷︷ ︸
=0
−ϕ′′(x)
1∫
0
∂
∂y
(
a(y) · χ(y)
)
dy
︸ ︷︷ ︸
=0
+ψ′(x)
1∫
0
∂a(y)
∂y
dy
︸ ︷︷ ︸
=0
.
0 = u′′′0 (x)
1∫
0
[
−a(y) · χ(y) + a(y) ·Q′(y)︸ ︷︷ ︸
k1
]
dy − ϕ′′(x)
1∫
0
[
−a(y) + a(y) · χ′(y)︸ ︷︷ ︸
l1
]
dy,
u′′′0 (x) · k1 − ϕ
′′(x) · l1 = 0.
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Dosad’me za k1 z rovnice (4.23) a l1 z (4.24)
u′′′0 (x) ·
[
− a0
1∫
0
χ(t)dt
]
− ϕ′′(x) ·
[
− a0
]
= 0.
Z tohoto tvaru, jizˇ nen´ı proble´m nale´zt ϕ(x), ktere´ jsme neznali v rovnici (4.17)
ϕ′′(x) =
( 1∫
0
χ(t)dt
)
· u′′′0 (x)
⇓ (4.26)
ϕ′(x) =
( 1∫
0
χ(t)dt
)
· u′′0(x) + p
⇓ (4.27)
ϕ(x) =
( 1∫
0
χ(t)dt
)
· u′0(x) + px+ q (4.28)
Nyn´ı se mu˚zˇeme vra´tit k (4.17) a dosadit z (4.28):
u1(x, y) = −u
′
0(x) · χ(y) + u
′
0(x)
1∫
0
χ(t)dt+ px+ q,
u1(x, y) = −u
′
0(x) ·
[
χ(y)−
1∫
0
χ(t)dt
]
+ px+ q.
Opeˇt vyuzˇijme okrajovy´ch podmı´nek u1(0, 0) = u1(1, 0)
u1(0, 0) = u1(1, 0)
−u′0(0)
[
0−
1∫
0
χ(t)dt
]
+ q = −u′0(1)
[
0−
1∫
0
χ(t)dt
]
+ p+ q (4.29)
Jelikozˇ u0(0) = u0(1) jednodusˇe z´ıska´me z rovnice (4.29) hodnotu integracˇn´ı konstanty p,
tzn.
p = 0.
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Da´le potrˇebujeme zjistit hodnotu konstanty q
u1(0, 0) = 0
⇓
−u′0(0)
[
0−
1∫
0
χ(t)dt
]
+ q = 0
⇓
−u′0(0)
1∫
0
χ(t)dt = q. (4.30)
T´ım jsme z´ıskali tvar rovnice (4.17)
u1(x, y) = −u
′
0(x) ·
(
χ(y)−
1∫
0
χ(t)dt
)
− u′0(0) ·
( 1∫
0
χ(t)dt
)
(4.31)
4.5 Shrnut´ı
Rˇesˇen´ı uε u´lohy (4.1) asymptotickou expanz´ı (viz. 4.2) aproximujme takto:
uε(x)
.
= u0(x) + ε · u1(x,
x
ε
) =: u˜ε(x), (4.32)
kde:
u0(x) je rˇesˇen´ım u´lohy {
−
(
a0 · u
′
0(x)
)
′
= f(x),
u0(0) = u0(1) = 0,
a
u1(x,
x
ε
) = −u′0(x) ·
(
χ(y)−
1∫
0
χ(t)dt
)
− u′0(0) ·
( 1∫
0
χ(t)dt
)
.
4.6 Metoda konecˇny´ch prvk˚u
Metoda konecˇny´ch prvk˚u (MKP) je numericka´ metoda, prˇeva´deˇj´ıc´ı u´lohu na soustavu
linea´rn´ıch rovnic. Rˇesˇen´ı te´to soustavy da´va´ pak prˇiblizˇne´ rˇesˇen´ı p˚uvodn´ı u´lohy. Se zvysˇuj´ıc´ım
se pocˇtem d´ılk˚u na intervalu se celkove´ rˇesˇen´ı bl´ızˇ´ı analyticke´mu rˇesˇen´ı. (Odvozen´ı a
vysveˇtlen´ı nalezneme v [3].)
Vyuzˇijeme-li odvozen´ı metody konecˇny´ch prvk˚u v [3] zjist´ıme, zˇe pro na´sˇ prˇ´ıpad loka´ln´ı
matice tuhosti ma´ tvar:
Ai =
i+1∫
i
a(x)dx
h
·
(
1 −1
−1 1
)
.
Kapitola 5
Numericke´ experimenty
V te´to kapitole jsou na prˇ´ıkladech uka´za´ny pra´veˇ vysveˇtlene´ metody a porovna´va´ny
vy´sledky. Zaved’me proto druhy chyb, ktere´ budeme porovna´vat.
Supremova´ norma chyby
Meˇjme vektory u1 a u2, jejichzˇ prvky odpov´ıdaj´ı funkcˇn´ım hodnota´m porovna´vany´ch
funkc´ı na intervalu 〈0, 1〉.
Relativn´ı supremovou normou chyby oznacˇme
max
i
|u1(xi)− u2(xi)|
max
i
|u1(xi)|
,
kde porovna´va´me za´vislost chyby u1 na u2.
L
2 norma chyby
Meˇjme vektory u1 a u2, jejichzˇ prvky odpov´ıdaj´ı funkcˇn´ım hodnota´m porovna´vany´ch
funkc´ı na intervalu 〈0, 1〉.
Relativn´ı L2 normu chyby oznacˇme√√√√√√√√√
∑
i
(
u1(xi)− u2(xi)
)2
∑
i
(
u1(xi)
)2
kde porovna´va´me za´vislost chyby u1 na u2.
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5.1 Prˇ´ıklad 1
Rˇesˇme u´lohu (4.1) s okrajovy´mi podmı´nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde ma´me zada´ny funkce
a(x) = 2 + sin(2 · pi · x), (5.1)
f(x) =
1
2
− x.
Nejprve se pod´ıvejme na zadane´ funkce, jestli splnˇuj´ı potrˇebne´ vlastnosti. Vzhledem k
tomu, zˇe se jedna´ o elementa´rn´ı funkce, pod´ıvejme se pouze na jejich grafy na intervalu
〈0, 1〉.
Funkci a(x) jsme jizˇ meˇli na obra´zku (2.1), a je zrˇejme´, zˇe vsˇechny vlastnosti splnˇuje. Tedy
je hladka´, 1-periodicka´, a soucˇasneˇ ∃a¯ ∈ R ∀x ∈ R: a(x) ≥ a¯ > 0.
Funkce zat´ızˇen´ı f(x) je na na´sleduj´ıc´ım obra´zku (5.1), opeˇt ihned vid´ıme, zˇe
1∫
0
1
2−xdx = 0.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
Obra´zek 5.1: Funkce zat´ızˇen´ı.
Pomoc´ı MKP s deˇlen´ım intervalu na 5000 d´ılk˚u vypocˇteme a graficky zna´zorn´ıme rˇesˇen´ı
pro ε = 1, ε = 110 a ε =
1
500 a porovnejme s limitn´ım rˇesˇen´ım u0 (viz. 4.18).
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−6
−4
−2
0
2
4
6
x 10−3
eps = 1
eps = 1/10
eps = 1/500
limitní
Obra´zek 5.2: Vy´sledky pro r˚uzna´ ε.
Jizˇ z graf˚u vid´ıme, zˇe jednotlive´ krˇivky se od sebe pomeˇrneˇ liˇs´ı. Budeme-li bra´t limitn´ı
rˇesˇen´ı jako prˇ´ıpad, kdy materia´l vykazuje vlastnosti homogenn´ıho materia´lu, mu˚zˇeme rˇ´ıct,
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zˇe materia´ly s vysˇsˇ´ım ε nevykazuj´ı homogenitu tak, jak mater´ıly s nizˇsˇ´ım ε. Ke stejny´m
za´veˇr˚um mu˚zˇeme doj´ıt take´ z na´sleduj´ıc´ı tabulky.
Porovna´n´ı u0 a uε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.2501 0.1784
1
5 0.2522 0.2474
1
10 0.1503 0.1262
1
50 0.0342 0.0254
1
100 0.0174 0.0127
1
250 0.0070 0.0052
1
500 0.0036 0.0027
Nyn´ı rˇesˇme u´lohu (4.1) se zada´n´ım (5.1) pomoc´ı asymptoticke´ expanze, najdeˇme rˇesˇen´ı
u˜ε (viz. 4.32).
Na obra´zku (5.3) mu˚zˇeme videˇt graficka´ rˇesˇen´ı u 1
500
(MKP) a u˜ 1
500
(asymptoticka´ expanze),
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−5
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
4
5
x 10−3
MKP
asympt. expanze
Obra´zek 5.3: Porovna´n´ı u˜ε a uε.
Porovna´n´ı uε a u˜ε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 6.5540 · 10−1 8.2800 · 10−1
1
5 3.1600 · 10
−2 1.9400 · 10−2
1
10 8.7000 · 10
−3 4.9000 · 10−3
1
50 3.7680 · 10
−4 1.9413 · 10−4
1
100 1.2771 · 10
−4 5.6055 · 10−5
1
250 1.3116 · 10
−4 7.2568 · 10−5
1
500 2.5084 · 10
−4 1.3144 · 10−4
V te´to tabulce vid´ıme, zˇe rozd´ıly mezi rˇesˇen´ımi jsou v rˇa´dech desetitis´ıcin. Mu˚zˇeme
prˇedpokla´dat, zˇe jsou zp˚usobeny prˇedevsˇ´ım aproximac´ı u˜ε.
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5.2 Prˇ´ıklad 2
Rˇesˇme u´lohu (4.1) s okrajovy´mi podmı´nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde ma´me zada´ny funkce
a(x) = 2 + sin(2pix),
f(x) = cos(pix),
Funkce a(x) je stejna´ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıkladu (5.1), oveˇrˇme pouze nutnou a postacˇuj´ıc´ı
podmı´nku:
1∫
0
cos(pi · x)dx =
[
sin(pix)
pi
]1
0
=
sin(pi)
pi
−
sin(0)
pi
= 0, (5.2)
podmı´nka rˇesˇitelnosti u´lohy je splneˇna.
Pro metodu konecˇny´ch prvk˚u vyuzˇijme deˇlen´ı intervalu 〈0, 1〉 na 2500 d´ıl˚u.
Na obra´zku (5.4) vid´ıme graficke´ porovna´n´ı u0(limitn´ı), u 1
500
(metoda konecˇny´ch prvk˚u) a
u˜ 1
500
(asymptoticka´ expanze).
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.015
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
metoda konecnych prvku
limitni
asymptoticka expanze
Obra´zek 5.4: Rˇesˇen´ı pro nelinea´rn´ı f(x).
Pro porovna´n´ı prˇesnosti jednotlivy´ch metod v na´sleduj´ıc´ı tabulce vid´ıme, zˇe opeˇt s mensˇ´ım
ε kompozit v´ıce vykazuje vlastnosti homogenn´ıho materia´lu.
Porovna´n´ı u0 a uε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.2589 0.1848
1
5 0.2424 0.2318
1
10 0.1411 0.1168
1
50 0.0314 0.0234
1
100 0.0159 0.0117
1
250 0.0064 0.0048
1
500 0.0033 0.0025
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Porovna´n´ı uε a u˜ε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 5.6810 · 10−1 6.9580 · 10−1
1
5 2.5100 · 10
−2 1.7700 · 10−2
1
10 6.7000 · 10
−3 4.4000 · 10−3
1
50 2.9499 · 10
−4 1.7883 · 10−4
1
100 1.0455 · 10
−4 5.1884 · 10−5
1
250 1.1883 · 10
−4 6.7411 · 10−5
1
500 2.2922 · 10
−4 1.2285 · 10−4
Opeˇt vid´ıme, zˇe rˇesˇen´ı uε a u˜ε jsou si velice bl´ızka´.
5.3 Prˇ´ıklad 3
Rˇesˇme u´lohu (4.1) s okrajovy´mi podmı´nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde ma´me zada´ny funkce
f(x) =
1
2
− x,
a a(x) : R → R, ktera´ je 1-periodicka´ a pro kterou plat´ı:
a(x) =

1 pro x ∈
〈
0, 14
〉
,
3 pro x ∈
(
1
4 ,
3
4
)
,
1 pro x ∈
〈
3
4 , 1
〉
.
Funkce a(x) na intervalu 〈0, 1〉 vypada´ takto:
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
Obra´zek 5.5: Jedno opakova´n´ı a(x) na 〈0, 1〉.
Nalezneˇme rˇesˇen´ı pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u uε, s deˇlen´ı intervalu na 4869 d´ıl˚u
1, a
porovnejme s limitn´ım rˇesˇen´ım u0.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−6
−4
−2
0
2
4
6
x 10−3
limitni
eps = 1
eps = 1/10
eps = 1/200
Obra´zek 5.6: Vy´sledky nespojite´ a(x) pro r˚uzna´ ε.
Graficke´ porovna´n´ı rˇesˇen´ı pomoc´ı MKP uε pro ε = 1, ε =
1
10 , ε = u 1
200
s limitn´ım rˇesˇen´ım
u0 na obra´zku.
Konkre´tn´ı chyby pro r˚uzna´ ε opeˇt porovnejme v tabulce. I v tomto prˇ´ıpadeˇ vid´ıme, zˇe prˇi
nizˇsˇ´ım ε se materia´l v´ıc jev´ı jako homogenn´ı.
Porovna´n´ı u0 a uε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.2470 0.1995
1
5 0.2160 0.1063
1
10 0.1197 0.0486
1
100 0.0132 0.0047
1
200 0.0074 0.0025
1
400 0.0041 0.0014
Nalezneˇme nyn´ı rˇesˇen´ı pomoc´ı asymptoticke´ expanze. Na obra´zku (5.7) vid´ıme graficke´
rˇesˇen´ı (ε = 1100) pro u0 (limitn´ı), uε (metoda konecˇny´ch prvk˚u) a u˜ε (asymptoticka´ ex-
panze).
Porovna´n´ı uε a u˜ε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 6.1522 3.3857
1
5 1.1782 0.4733
1
10 0.5885 0.2376
1
100 0.0640 0.0238
1
250 0.0356 0.0106
1
500 0.0137 0.0049
1Takove´ deˇlen´ı mus´ıme zvolit proto, zˇe
”
skoky“ mezi funkcˇn´ımi hodnotami funkce a(x) prˇi nizˇsˇ´ım epsilon
vycha´z´ı opakovaneˇ na stejnou hodnotu, a tak zvysˇuj´ı chybu rˇesˇen´ı.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.015
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
metoda konecnych prvku
limitni
asymptoticka expanze
Obra´zek 5.7: Porovna´n´ı u0, uε a u˜ε.
5.4 Prˇ´ıklad 4
Da´le se pod´ıvejme na prˇ´ıpad, kdy a(x) nebude 1-periodicka´. Rˇesˇme u´lohu (4.1) s okra-
jovy´mi podmı´nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde
a(x) =

1 pro x ∈
⋃
k∈Z
〈
k,
1
2
+ k
〉
,
3 pro x ∈
⋃
k∈Z
(
1
2
+ k, 1 + k
)
.
a
f(x) =
1
2
− x
Rˇesˇen´ı metodou konecˇny´ch prvk˚u pro N = 4869 v porovna´n´ı s u0 je na obra´zku( 5.8):
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−6
−4
−2
0
2
4
6
8
10
x 10−3
limitní
eps = 1
eps = 1/10
eps = 1/400
Obra´zek 5.8: Vy´sledky pro nespojite´ a(x), ktera´ nen´ı 1-periodicka´.
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Porovna´n´ı uε a u˜ε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.5002 0.5001
1
5 0.3747 0.3656
1
10 0.2221 0.1855
1
100 0.0251 0.0169
1
200 0.0147 0.0117
1
400 0.0076 0.0062
5.5 Prˇ´ıklad 5
Pokusme se naj´ıt rˇesˇen´ı pro f(x) nesplnˇuj´ıc´ı nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku rˇesˇitelnosti
u´lohy. Rˇesˇme u´lohu (4.1) s okrajovy´mi podmı´nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde
a(x) = 2 + sin(2pix),
f(x) = 6 + sin(x).
Na graficke´m rˇesˇen´ı (5.9) a na´sledne´ tabulce vid´ıme, zˇe rˇesˇen´ı metodou konecˇny´ch prvk˚u
(N = 2500) se opeˇt prˇiblizˇuje limitn´ımu rˇesˇen´ı.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
eps = 1
eps = 1/10
eps = 1/500
limitní
Obra´zek 5.9: Vy´sledky pro f(x) nesplnˇuj´ıc´ı nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku.
Porovna´n´ı u0 a uε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.1531 0.1174
1
5 0.1099 0.0640
1
10 0.0615 0.0325
1
50 0.0135 0.0065
1
100 0.0068 0.0033
1
250 0.0028 0.0013
1
500 0.0014 6.6353 · 10
−4
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Pod´ıvejme se ovsˇem, jak to dopadne v prˇ´ıpadeˇ, zˇe budeme hledat rˇesˇen´ı u˜ε asymptotickou
expanz´ı. Na obra´zku (5.10) vid´ıme porovna´n´ı s MKP, pro ε = 50.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
metoda konecnych prvku
asymptoticka expanze
Obra´zek 5.10: Grafy uε a u˜ε pro f(x) nesplnˇuj´ıc´ı nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku.
Porovna´n´ı uε a u˜ε
ε Supremova´ norma L2 norma
1 0.7246 0.4638
1
5 0.1333 0.1019
1
10 0.0664 0.0518
1
50 0.0133 0.0105
1
100 0.0067 0.0053
1
250 0.0027 0.0021
1
500 0.0014 0.0011
V tomto prˇ´ıpadeˇ vid´ıme, zˇe chyby mezi rˇesˇen´ım uε a u˜ε jsou pomeˇrneˇ velke´, a jak vid´ıme
take´ z grafu vy´skytu chyb na obra´zku (5.11), absolutn´ı chyba uε a u˜ε se postupneˇ zvysˇuje.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
1
2
3
4
5
6
7
x 10−3
Obra´zek 5.11: Sˇ´ıˇren´ı chyby u˜ε od uε.
Kapitola 6
Za´veˇr
C´ılem te´to pra´ce bylo sledovat, za jaky´ch prˇedpoklad˚u kompozitn´ı materia´l vykazuje vlast-
nosti homogenn´ıho materia´lu. Byly vytvorˇeny u´lohy, na jejichzˇ rˇesˇen´ı jsme sledovali, kdy
k tomuto jevu docha´z´ı.
Zjistili jsme, zˇe pokud se ma´ kompozitn´ı materia´l jevit jako homogenn´ı, je nutne´, aby
funkce popisuj´ıc´ı vlastnosti tohoto materia´lu meˇla periodickou strukturu, a take´, aby se na
zkoumane´m intervalu 〈0, 1〉 opakovala pokud mozˇno co nejv´ıckra´t. Ve vsˇech zkoumany´ch
prˇ´ıpadech jsme vy´sledne´ hodnoty porovna´vali s rˇesˇen´ım u0, o ktere´m jsme mohli rˇ´ıct, zˇe
se kompozit jev´ı jako homogenn´ı materia´l. Zjistili jsme, zˇe pro hodnoty ε ≤ 1250 (tedy
ε ≤ 0, 004) relativn´ı chyby (jak supremove´ normy, tak L2 normy) byly mensˇ´ı nezˇ 1%.
Da´le jsme zjiˇst’ovali, jak se mezi sebou liˇs´ı rˇesˇen´ı z´ıska´na pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u
a pomoc´ı asymptoticke´ expanze. I prˇes aproximaci funkce u˜ε byla cˇ´ısla velice bl´ızka´ (re-
lativn´ı chyby v setina´ch procent). Cozˇ je uspokojive´, vzhledem k vy´pocˇetn´ım na´rok˚um
jednotlivy´ch metod mezi sebou. Metodou konecˇny´ch prvk˚u je nutne´ opakovaneˇ hledat
rˇesˇen´ı u´lohy prˇi zmeˇneˇ ε, kdezˇto asymptotickou expanz´ı stacˇ´ı vyna´sobit cˇ´ıslem ε jizˇ zna´my´
prˇedpis.
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Prˇ´ılohy
Prˇ´ıloha na CD obsahuje tyto MatLabovske´ funkce:
bak limitni.m - metoda vrac´ı vektor de´lky N, reprezentuj´ıc´ı rˇesˇen´ı u0 a vykresluje do figure
graficke´ rˇesˇen´ı u0
bak MKP.m - metoda vrac´ı vektor de´lky N, reprezentuj´ıc´ı rˇesˇen´ı uε a vykresluje do figure
graficke´ rˇesˇen´ı uε
bak epsilonove.m - metoda vrac´ı vektor de´lky N, reprezentuj´ıc´ı rˇesˇen´ı u˜ε a vykresluje do
figure graficke´ rˇesˇen´ı u˜ε
supNorma.m - metoda vrac´ı relativn´ı supremovou normu chyby porovna´vany´ch vektor˚u
stejne´ de´lky
L2norma.m - metoda vrac´ı relativn´ı L2 normu chyby porovna´vany´ch vektor˚u stejne´ de´lky
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